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Un mot sur la présentation

o Cette présentation s'appuie sur les recherches menées dans le
cadre de mon travail de Master en physique théorique, réalisé
en 2020 a I'Université de Genéve. Les résultats et réflexions
présentés ici sont issus de ce travail, qui portait sur la théorie
des graphes et la théorie des nombres.

@ Le mémoire complet est accessible en ligne a I'adresse
suivante : Spectral Zeta Function of Graphs and the Riemann
Zeta Function
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https://drive.google.com/file/d/18xqLTQyDM2x47STuHfNc838JJHhgo8gk/view
https://drive.google.com/file/d/18xqLTQyDM2x47STuHfNc838JJHhgo8gk/view

@ Notions de base
@ La fonction zéta de Riemann
@ Introduction a la théorie des Graphes
@ Les fonctions zéta spectrales de graphes
@ Définition
@ Les graphes cycles
@ Développement asymptotique
© Les graphes chaines
@ Intuition
@ Fonction zéta spectrale
@ Les fonctions théta
@ Développement asymptotique
@ Fonction éta et fonction zéta de Riemann
@ Développement asymptotique fonction éta
@ La fonction zéta de Riemann
@ Hypothese de Riemann
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Notions de base
La fonction zéta de Riemann
Introduction a la théorie des Graphes

Fonction zéta

Pietro Mengoli (1644)
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Notions de base

La fonction zéta de Riemann
Introduction a la théorie des Graphes

Fonction zéta

Pietro Mengoli (1644)

Lty
1-1 2.2 3-3 4.4
1 1 1
= — — —_— =7
1+4+9+16+... |
Leonhard Euler (1743)
LI N
4 9 16 6

.
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Notions de base
La fonction zéta de Riemann
Introduction a la théorie des Graphes

Fonction zéta

Fonction zéta

o
1 1 1 1
C(k):Zﬁ:F_}—?_‘_QTk_{_”'

n=1

Avec k un nombre réel plus grand que 1.
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Notions de base
La fonction zéta de Riemann
Introduction a la théorie des Graphes

Fonction zéta

1 1 1 1
C(k):Zﬁ:F_}—?_‘_QTk_{_”'
n=1

Avec k un nombre réel plus grand que 1.

Les valeurs paires de la fonction zéta
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Notions de base
La fonction zéta de Riemann
Introduction a la théorie des Graphes

Questions Ouvertes

Les valeurs paires de la fonction zéta
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Notions de base
La fonction zéta de Riemann
Introduction a la théorie des Graphes

Questions Ouvertes

Les valeurs paires de la fonction zéta

La nature des valeurs impaires de zéta ?

Est-ce que ((impair) est un irrationnel ?
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Notions de base
La fonction zéta de Riemann
Introduction a la théorie des Graphes

Questions Ouvertes

Les valeurs paires de la fonction zéta

La nature des valeurs impaires de zéta ?

Est-ce que ((impair) est un irrationnel ?

Les valeurs impaires de la fonction zéta ?

C(3) =73 xr3, ¢(5) = 7 * s, () =7"%r.

Avec i1, une fraction?
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Notions de base

La fonction zéta de Riemann
Introduction a la théorie des Graphes

Fonction zéta de Riemann

La fonction z&ta de Riemann
=1
¢(s) = Z =

n=1
Avec s un nombre complexe de partie réelle supérieure a 1.
Cette fonction se prolonge sur I'ensemble des nombres complexes
excepté 1.

Léonard Truscello Fonctions Zéta Spectrales de Graphes et Zéta de Riemann



Notions de base

La fonction zéta de Riemann
Introduction a la théorie des Graphes

Fonction zéta de Riemann

La fonction z&ta de Riemann
=1
¢(s) = Z =

n=1
Avec s un nombre complexe de partie réelle supérieure a 1.

Cette fonction se prolonge sur I'ensemble des nombres complexes
excepté 1.

.

L'hypothése de Riemann (1859)

Pour 0 < Re(s) < 1, si {(s) = 0, alors Re(s) = 3.
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Notions de base
La fonction zéta de Riemann
Introduction a la théorie des Graphes

Le probleme du dessin de la maison de St-Nicolas
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Notions de base
La fonction zéta de Riemann
Introduction a la théorie des Graphes

La matrice laplacienne
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La fonction zéta de Riemann
Introduction a la théorie des Graphes
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Notions de base
La fonction zéta de Riemann
Introduction a la théorie des Graphes

La matrice laplacienne

1 2 -1 0
Bzpaz=1 0o 1 2 _1

O—20-0C—®
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Notions de base
La fonction zéta de Riemann

Introduction a la théorie des Graphes

La matrice laplacienne

1 -1 0 O
O-@-G-® [z o
OO ® a2 220
0O 0 -1 1
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Définition
aphes cycles
ppement asymptotique

Les fonctions zéta spectrales de graphes

La fonction zéta spectrale

Les valeurs propres du Laplacien

Les valeurs propres de la matrice Laplacienne pour un graphe G,
simple, connexe et a n sommets sont

O=X <A< < Ay
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Définition
phes cycles
ppement asymptotique

Les fonctions zéta spectrales de graphes

La fonction zéta spectrale

Les valeurs propres du Laplacien

Les valeurs propres de la matrice Laplacienne pour un graphe G,
simple, connexe et a n sommets sont

O=X <A< < Ay

La fonction zéta spectrale de graphes

La fonction zéta spectrale d'un graphe G, simple, connexe et a n
sommets est

x=
Il
=
>
x>0
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on
phes cycles
ement asymptotique

Les fonctions zéta spectrales de graphes

La fonction zéta spectrale de graphes

¢ (s) 1+ 1+ + L
G h S) = — —
raphe )\i )\3 As,1

n
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Définition
Les graphes cycles
Développement asymptotique

Les fonctions zéta spectrales de graphes

Les graphes cycles

> [

©)
®)
(D)
(=)
On®
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Définition
Les graphes cycles
Développement asymptotique

Les fonctions zéta spectrales de graphes

Les graphes cycles

Graphe Z/nZ
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Définition
Les graphes cycles
Développement asymptotique

Les fonctions zéta spectrales de graphes

Les graphes cycles

Graphe Z
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Définition
Les graphes cycles
Développement asymptotique

Les fonctions zéta spectrales de graphes

Fonction zéta spectrale du cycle

Spectre du Laplacien du cycle

k
)‘Z/nZ,k =4. Sil’l2 (77')

n
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Définition
Les graphes cycles
Développement asymptotique

Les fonctions zéta spectrales de graphes

Fonction zéta spectrale du cycle

Spectre du Laplacien du cycle

k
Az =4 - sin® (W>
’ n

Fonction zéta spectrale du cycle
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Définition
Les graphes cycles
Développement asymptotique

Les fonctions zéta spectrales de graphes

Développement asymptotique de (z/,7(s)

Développement asymptotique du cycle, Friedli et Karlsson (2015)
Pour Re(s) < 3 et's # 1, alors

s 1 I (1/2—-s/2)

2°. CZ/nZ(2) = ﬁ F(l — 5/2)

n+ 27 °¢(s)n° + o (n®)

pour n — 0.
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Les fonctions zéta spectrales de graphes

Developpemeﬁt asymptotique

Développement asymptotique de (z/,7(s)

Friedli et Karlsson (2015)
Pour Re(s) < 3 et's # 1, alors

f) 1 1(1/2-5/2)
2 xfr( s/2)

:25.42(3)

2° - Cz/nz( n+ 27 °¢(s)n° +o (n°)

Riemann

pour n — oo.
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Définition
Les graphes cycles
Développement asymptotique

Les fonctions zéta spectrales de graphes

Développement asymptotique de (z/,7(s)

Friedli et Karlsson (2015)

Pour Re(s) < 3 et's # 1, alors

s 1 I(1/2—-5/2)

25 . 2y= e e
CZ/nZ( ) \/7_‘_ I—(l — 5/2)

n+2175¢(s)n® 4o (n®)
2 —_————
=2°-(z(5)

Riemann

pour n — oo.

Question : que se passe-t-il hors du domaine de définition ?

Péles de la fonction Gamma : ['(—m) = £" 00" pour m € N.
Hors du domaine de définition :

@ valeurs spéciales paires bien définies,

@ valeurs spéciales impaires pas définies.

= =

Léonard Truscello Fonctions Zéta Spectrales de Graphes et Zéta de Riemann



Intuition
Fonction zéta spectrale

Les graphes chaines Les fonctions théta
Développement asymptotique

Les graphes chaines

Graphe [1; n]
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Intuition
Fonction zéta spectrale

Les graphes chaines Les fonctions théta
Développement asymptotique

Les graphes chaines

Graphe Z
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Intuition
Fonction zéta spectrale

Les graphes chaines Les fonctions théta
Développement asymptotique

Spectre de la chaine

Spectre du Laplacien de la chaine

k
Ar1. —4.5in2 (X
[[l,nﬂ,k Sin on

avec 0 < k< n—1.
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Intuition
Fonction zéta spectrale

Les graphes chaines Les fonctions théta
Développement asymptotique

Spectre de la chaine

Spectre du Laplacien de la chaine

k
g, — 4-sin2 [ 22X
[[l,nﬂ,k Sin (2[7)
avec 0 < k< n—1.

Spectre du Laplacien du cycle

k
)‘Z/nZ,k =4. sin2 (77)
n

A\
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Intuition
Fonction zéta spectrale

Les graphes chaines Les fonctions théta
Développement asymptotique

Fonction zéta spectrale de la chaine

Spectre du Laplacien de la chafine

k
Arq. —a.5in2 (X
[[1’,,1]’;( Sin n

avec 0 < k< n—1.
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Intuition
Fonction zéta spectrale

Les graphes chaines Les fonctions théta
Développement asymptotique

Fonction zéta spectrale de la chaine

Spectre du Laplacien de la chafine

k
Arq. —a.5in2 (X
[[1’,,1]’;( Sin <2n)
avec 0 < k< n—1.

Fonction zéta spectrale de la chaine

n—1 1

Cruap(s) = —Lk))s

D
k=1 (45'" (%n
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Intuition
Fonction zéta spectrale

Les graphes chaines Les fonctions théta
Développement asymptotique

La fonction théta d'un graphe
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Intuition
Fonction zéta spectrale

Les graphes chaines Les fonctions théta
Développement asymptotique

La fonction théta d'un graphe

N—1
9(;(1‘) = e Mt
k=0
V.
La transformation de Mellin de la fonction théta

0 N-1
/ (Bo(0) ~ 1) 1 =1(5)- Y 5
o k=1

.
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Intuition
Fonction zéta spectrale

Les graphes chaines Les fonctions théta
Développement asymptotique

La fonction théta d'un graphe

v

La transformation de Mellin de la fonction théta
/ (Oc(t) = 1) £5=1dt = I(s) - Ce(s)
0

.
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Intuition
Fonction zéta spectrale

Les graphes chaines Les fonctions théta
Développement asymptotique

La chaine en fonction du cycle

Théta de la chaine en fonction de la théta du cycle, Louis (2015)

1 _
Opu;np(t) = 5[1 —e M4 07/2nz(t)]
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Intuition
Fonction zéta spectrale

Les graphes chaines Les fonctions théta
Développement asymptotique

La chaine en fonction du cycle

Théta de la chaine en fonction de la théta du cycle, Louis (2015)

1 _
Opu;np(t) = 5[1 —e M4 07/2nz(t)]

Zéta de la chaine en fonction de la zéta du cycle

Avec la transformation de Mellin, on obtient

1 1
Crum(s) = ECZ/znZ(S) T 0.4

1
CZ/ZnZ(S) = 2<ﬂ1;nﬂ(s) + E

pour tout s € C.
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Intuition
Fonction zéta spectrale

Les graphes chaines Les fonctions théta
Développement asymptotique

développement asymptotique de (fy.q1(5)

Développement asymptotique de (z/,7(s), Friedli et Karlsson
(2015)

1 I(1/2—s/2)

s Sy
2 Czyna(5) = 77 T(1=3/2)

n+2n"°((s)n° 4+ o (n®)
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Intuition
Fonction zéta spectrale

Les graphes chaines Les fonctions théta
Développement asymptotique

développement asymptotique de (fy.q1(5)

Développement asymptotique de (z/,7(s), Friedli et Karlsson
(2015)

) iwn +2717°¢(s)n° + o (n®)

27 CZ/nZ(i) ﬁ F(l — 5/2)

Développement asymptotique de (z/2n7(s)

2 Gapane(3) = o= S22 o0 4 ormsc(s)(2n) + o (20)")

T T(1—5/2)
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Intuition
Fonction zéta spectrale

Les graphes chaines Les fonctions théta
Développement asymptotique

développement asymptotique de ((s)

Développement asymptotique de (z,/nz(s), Friedli et Karlsson
(2015)

1 T(1/2-5/2)

2% CZ/nZ(E) = ﬁ F(l - 5/2)

n+277°¢(s)n* + o (n®)

Développement asymptotique de (fy.q)(s)

Pour Re(s) < 3 et s # 1, alors

s, 1 T(1/2—5/2)
5*% r(1—-s/2)

pour n — 0.

—S S 1 S
25.C[[1;n]]( n—+2°7°¢(s)n —§—|—O(n)

v
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Développement asymptotique fonction éta
La fonction zéta de Riemann
Hypothése de Riemann

Fonction &ta et fonction zéta de Riemann

Fonction 7,(s)

La fonction 7,(s)

S
NS ENC)

Mn(s) =2 G (3) = 27 Gayna
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Développement asymptotique fonction &ta
La fonctior e Riemann

PN . N . Hypothése de Riemann
Fonction &ta et fonction zéta de Riemann ’

Le développement asymptotique de 7,(s)

La fonction 7,(s)
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Développement asymptotique fonction éta
La fonction zéta de Riemann

PN . N . Hypothése de Riemann
Fonction &ta et fonction zéta de Riemann ’

Le développement asymptotique de 7,(s)

La fonction 7,(s)

Développement asymptotique de 7,(s)
Pour Re(s) <3 ets#1,0na

m() = 221~ Dr=*¢(s)n’ — 2 + o (n)

pour n — oo.
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Développement asymptotique fonction éta
La fonction zéta de Riemann

PN . N . Hypothése de Riemann
Fonction &ta et fonction zéta de Riemann ’

La fonction zéta de Riemann

((s) en fonction de 7,(s)

Pour Re(s) <3 ets# 1+ "|i7(r2k) avec k € Z, on a

. i . 77n(5) + 3
&) =iy AT ;
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Développement asymptotique fonction éta
La fonction zéta de Riemann

PN . N . Hypothése de Riemann
Fonction &ta et fonction zéta de Riemann ’

La fonction zéta de Riemann

((s) en fonction de 7,(s)

Pour Re(s) <3 ets# 1+ "|i7(r2k) avec k € Z, on a

. i . 77n(5) + 3
&) =iy AT ;

La fonction 7(s)
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Développement asymptotique fonction éta
La fonction zéta de Riemann
Hypothése de Riemann

Fonction &ta et fonction zéta de Riemann

La fonction zéta de Riemann

¢(s) en fonction de 7(s)

Pour Re(s) < 3ets# 1+ ili?zk) avec k € Z, on a

7.[.S

((s) = 2 1-1) n(s)

\,

La fonction 7(s)

N

n(s) := lim 777"(5) *

n—o0 ns
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Développement asymptotique fonction éta
La fonction zéta de Riemann

PN . N . Hypothése de Riemann
Fonction &ta et fonction zéta de Riemann ’

La fonction zéta de Riemann

¢(s) en fonction de 7(s)

Pour Re(s )<3et57é1+/27(r2k) avec k € Z, on a

7.[.5

¢(s) = m -1(s)

Que peut-on dire de cette expression pour Re(s) > 37
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Développement asymptotique fonction éta
La fonction zéta de Riemann

PN . N . Hypothése de Riemann
Fonction &ta et fonction zéta de Riemann ’

La fonction éta de Dirichlet
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Développement asymptotique fonction éta
La fonction zéta de Riemann

PN . N . Hypothése de Riemann
Fonction &ta et fonction zéta de Riemann ’

La fonction éta de Dirichlet

. S
lim —= = —.
n—00 n°® s

La fonction éta de Dirichlet

o (_1)k71
nDirichlet(S) = Z T
k=1
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Développe nt asymptotique fonction &ta
La fonction zéta de Riemann

PN . N . Hypothése de Riemann
Fonction &ta et fonction zéta de Riemann ’

La fonction éta de Dirichlet

(-1
77Dirich1et(5) = Z ——Fwa

ks
k=1
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Développement asymptotique fonction éta
La fonction zéta de Riemann

PN . N . Hypothése de Riemann
Fonction &ta et fonction zéta de Riemann ’

La fonction zéta alternée

La fonction éta de Dirichlet

(-1
77Dirichlet(5) = Z ——Fwa

ks
k=1

La fonction zéta alternée
Pour Re(s) > 3, on a

i 1

211y n(s) = T i’ NDirichlet(S) = ¢(5)
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Développement asymptotique fonction éta
La fonction zéta de Riemann

PN . N . Hypothése de Riemann
Fonction &ta et fonction zéta de Riemann ’

Expression méromorphique de ((s)

La fonction zéta de Riemann

PoursGCets#l—i—ili’a‘) pour k € Z, on a

7.[.S

((s) = 22 1-1) n(s)
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Développement asymptotique fonction éta
La fonction zéta de Riemann
Hypothése de Riemann

Fonction &ta et fonction zéta de Riemann

Expression méromorphique de ((s)

La fonction zéta de Riemann

PoursGCets#l—i—ili’a‘) pour k € Z, on a

7.[.S

((s) = 22 1-1) n(s)

.

Remarques

© La fonction est définie presque partout sur C

@ "Commensurabilité” a ©°
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Riemann

N . N . Hypothése de Riemann
Fonction &ta et fonction zéta de Riemann yP

Reformulation de |'hypothése de Riemann

La fonction zéta de Riemann pour 0 < Re(s) < 1

Léonard Truscello Fonctions Zéta Spectrales de Graphes et Zéta de Riemann



Développement asymptotique fonction éta
La fonction zéta de Riemann

PN . A . Hypothése de Riemann
Fonction &ta et fonction zéta de Riemann yP

Reformulation de |'hypothése de Riemann

La fonction zéta de Riemann pour 0 < Re(s) < 1

Rappel développement asymptotique de 7,(s) pour 0 < Re(s) < 1

nn(s) = 2(2°71 — D)7 =3¢(s)n® — % +o(n®)

pour n — oo.
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Développement asymptotique fonction éta
La fonction zéta de Riemann

PN . A . Hypothése de Riemann
Fonction &ta et fonction zéta de Riemann yP

Reformulation de |'hypothése de Riemann

La fonction zéta de Riemann pour 0 < Re(s) < 1

((s) = 22 1-1) n(s)

Rappel développement asymptotique de 7,(s) pour 0 < Re(s) < 1

(s) = 2271~ D G(s)n — & + 0 ()

pour n — oo.
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Développement asymptotique fonction éta
La fonction zéta de Riemann

PN . A . Hypothése de Riemann
Fonction &ta et fonction zéta de Riemann yP

Reformulation de |'hypothése de Riemann

La fonction zéta de Riemann pour 0 < Re(s) < 1

nn(s) =221 = )r3¢(s)n°* — = + o (n_l)

pour n — oo.
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Développe otique fonction éta
La fonction mann

PN . A . Hypothése de Riemann
Fonction &ta et fonction zéta de Riemann yP

Reformulation de |'hypothése de Riemann

Reformulation de I'hypothese de Riemann

Pour 0 < Re(s) < 1, les énoncés suivants sont équivalents

@ ((s) = 0 seulement si Re(s) = %
@ 7)(s) = 0 seulement si Re(s) = %
° n"ﬁ[g@ nn(s) = —% seulement si Re(s) = %
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Développement asymptotique fonction éta
La fonction zéta de Riemann

PN . A . Hypothése de Riemann
Fonction &ta et fonction zéta de Riemann yP

Reformulation de |'hypothése de Riemann

Reformulation de I'hypothese de Riemann

Pour 0 < Re(s) < 1, les énoncés suivants sont équivalents

@ ((s) = 0 seulement si Re(s) = %
@ 7)(s) = 0 seulement si Re(s) = %
° n"ﬁ[g@ nn(s) = —% seulement si Re(s) = %

Rappel 7,(s) et eta(s)
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Développement asymptotique fonction éta
La fonction zéta de Riemann

PN . A . Hypothése de Riemann
Fonction &ta et fonction zéta de Riemann yP

Anecdote finale

Reformulation de I'hypothese de Riemann

Pour 0 < Re(s) < 1, les énoncés suivants sont équivalents

@ ((s) = 0 seulement si Re(s) = %
@ 7(s) = 0 seulement si Re(s) = 1,

. o _ .
(5] nll_>moo nn(s) = —5 seulement si Re(s) = 5.

Rappel 7,(s) et eta(s)
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