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Processus de Bernoulli

Le processus de Bernoulli est certainement le plus simple que
nous pouvons imaginer : séquence de jets de piéces de
monnaie.

@ “0" : échec. Probabilité = (1 — p).
@ “1" : succés. Probabilité = p.

Formellement : Séquence de variables aléatoires X1, X, ... avec

pouri=1,2,...,n.

Remarque importante : Les variables aléatoires X; sont
indépendantes les unes des autres !

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Processus de Bernoulli (2)

Outline

Processus de
Bernoulli

Le processus de Bernoulli est SANS MEMOIRE !

Processus de
Poisson

Processus de

Gauss Les valeurs observées pour X1, Xo, ..., X,, sont complétement
R indépendantes des valeurs observées pour
va X’m-‘rla EREX) Xm+n—1

@ Question : Quelle est la distribution du temps avant
d'obtenir un succes (“1") 7
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Processus de Bernoulli (2)

Outline

Processus de
Bernoulli

Le processus de Bernoulli est SANS MEMOIRE !

Processus de
Poisson

Processus de

Gauss Les valeurs observées pour X1, Xo, ..., X,, sont complétement
R indépendantes des valeurs observées pour
va X’m-‘rla EREX) Xm+n—1

@ Question : Quelle est la distribution du temps avant
d'obtenir un succes (“1") 7

@ Réponse : Distribution géométrique de paramétre p.

n) =p(l —p)" L, n=12...
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Processus de Bernoulli (3)

Outline

Processus de
Bernoulli

On défini un processus Y}, tel qu'il représente les arrivées de “1".

Processus de
Poisson

Exemple : Y5 =0,Y; =5, Y5, =9,...

Processus de
[eETTES

Interarrivées : T, =Y, — Y1, k=1,2,...

“Suppléments”

Les variables aléatoires T}, sont distribuées selon une loi
géométrique de paramétre p.

p(Th=n)=p(l—p)" ', n=1,2..,Vk=12,...

Processus sans mémoire : Nous pouvons nous placer
n'importe ol dans le temps et la distribution est la méme!
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Processus de Bernoulli (4)

Outline L, . . .
Exemple de réalisation du processus de bernoulli
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Processus de Interarrivée (T,)
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Processus de
[eETTES

“Suppléments”

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Exercice : Transmission de paquets a travers un
canal bruité

Outline

P— e Exigence : Probabilité d’erreur sur un paquet < 1074
Bernoull o Probabilité d’erreur sur un bit : p = 1076

Processus de

e @ Question : Quelle est la longueur maximale d'un paquet?
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Exercice : Transmission de paquets a travers un

canal bruité

Outline

Exigence : Probabilité d’erreur sur un paquet < 10~*

Processus de

Bernoull @ Probabilité d'erreur sur un bit : p = 1076
P d . . ,
T @ Question : Quelle est la longueur maximale d'un paquet?
Processus de
Gauss P
o Réponse :

“Suppléments”

Prob que un bit arrive a destination sans erreur :
1-107°
Prob que deux bits arrivent a destination sans erreur :
(1—-1079)2
Prob que n bits arrivent & destination sans erreur :

(1—107%)"
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Exemple : Transmission de paquets a travers un

canal bruité (2)

Outline

Processus de
Bernoulli

Prob que 1 bit soit erroné dans un paquet de longueur n :

Processus de
Poisson

Processus de 1 — (1 - 10—6)77,

[eETTES
“Suppléments”
Il faut que
1-(1-107%" <107

Donc

In(1 —107%)

———— = =100.005
In(1 —1079)

n <

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Processus de Bernoulli (5)
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Processus de
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Processus de
Poisson
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“Suppléments”
Question : Combien avons-nous de “succés” dans un intervalle
donné?
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Rappels d'analyse combinatoire

Outline

Processus de
Bernoulli

Arrangement de k objets différents parmi n
Processus de
pro

ossen Exemple : k=3, n=4
Processus de -
[eETTES

Suppléments” 123 — 231— 312, (permutation cyclique ->), 132—321—213
124— 241— 412, (permutation cyclique ->), 142— 421— 214
234— 342— 423, (permutation cyclique ->), 243— 432— 324
134— 341— 413, (permutation cyclique ->), 143— 431— 314

Ak =A3=nn-1)...(n—(k—1)) = (nﬁ!k)! =432=24

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Rappels d'analyse combinatoire (2)

Outline

Processus de
Bernoulli

M Arrangement de k objets différents parmi k en tenant
Poisson compte de |'ordre,

Processus de
[eETTES

Cas particulier : k

“Suppléments”

Exemple : k =3
123 — 231— 312, (permutation cyclique ->), 132—321—213

AF=A3=k(k-1)...(1) =kl =321=6

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Rappels d'analyse combinatoire (3)

Outline

Nombre de permutations avec répétition

Processus de
Bernoulli

Processus de M .
Poisson
frocessus de e n = 3 (3 éléements distincts dont on a autant d'exemplaire
auss
qu'on veut),

“Suppléments”

@ k =2 (groupes de deux éléments)

11-21-31
12-22- 32
13-23-33

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Rappels d'analyse combinatoire (4)

Outline

Combinaison de %k parmi n

Processus de
Bernoulli
Processus de M . k — 3, n = 4
Poisson

Processus de

[eETTES
“Suppléments” C’Ikl = < Z > — Ak_? — g_? _ %4 _ 4
123/124/134/234

Combinaison de k& parmi n =

Nombre d'arrangements total de n objets par groupes de k
Nombre d'arrangements possible de k objets

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Rappels d'analyse combinatoire (5)

Outline

Processus de
Bernoulli

Processus de

Poisson En développant :

Processus de
[eETTES

“Suppléments” Ak
K
nn—1)n-2)...(n—k+1)
k!
nn—1)n-2)...n—k+1)n—-k)(n—k—-1)...2.1
Eln—k)(n—k—1)...2.1

ck =

n!
kl(n — k)!
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Processus de Bernoulli, le retour

Outline

Processus de
Bernoulli

. y Appliquons ce que nous venons de revoir au processus de
rocessus de . L N . ‘“ . ~

Poisson Bernoulli pour répondre a la question “Combien de succés dans
L un intervalle donné?

[eETTES

Rl Exemple : Intervalle de longueur n = 4 (n épreuves
indépendantes)

k=0, C?=1":0000

k=1, Ci =4 :1000 - 0100 - 0010 - 0001,

k=2, C?=6:1100 - 1010 - 1001 - 0110 - 0101 - 0011
k=3,C3=4:1110- 1101 - 1011 - 0111

k=4, Ci{=1:1111

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Processus de Bernoulli, le retour (2)

Outline

Processus de
Bernoulli

Processus de
Poisson

Processus de

Gauss Nombre (k) de “1" apparus sur un intervalle de longueur n :

“Suppléments”
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Exercice
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“Suppléments”
Un dé est lancé 5 fois de suite. Quelle est la probabilité que le
six sorte deux fois?
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Processus de Poisson
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Processus de Poisson

Outline

Processus de
Bernoulli

Processus de
Poisson

Processus de Problematique d'un processus discret :

[eETTES

“Suppléments”

@ Quelle échelle de temps choisir ?

Un processus de Poisson peut étre considéré comme la
version continue du processus de Bernoulli.

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus
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Processus de Poisson (2)

Implications

Distribution des interarrivées

@ Discret :
o p(T=n)=p(1—p"*
o E[T] = 1/p
o Var[T] = (1-p)/p°
o Continu :
o p(T >1t)=e M
o E[T] =1/

o Var[T) =1/)?

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Processus de Poisson (3)

Outline

Processus de
Bernoulli

Implications (suite)

Processus de
Poisson

Processus de Distribution du nombre de sollicitations dans un intervalle

[eETTES

“Suppléments”

@ Discret (intervalle de longueur n) :
° P(X k)= Cpp*(1—p)n*
E[X] =np
° Var[X] =np(1l—p)
@ Continu (intervalle de longueur 7) :
o P(N(1) =n) = (A1)"e " /n!
o E[N(1T)] =M1
o Var[N(r)] = At

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Processus de Poisson (4)

Outline

Approche 1 : intuitive, approximations

Processus de
Bernoulli

Si
Processus de
Poisson n — oo p— 0 np — A
g;zc;ezssus de AIOI’S
“Suppléments”
n! % _k Y )\k
1—p) an
Hin—m? 1P — ey
Explications :
n! ~onn—=1)...(n—k)(n—k—1)...2.1
(n—k)! (n—k)(n—-k—-1)...2.1

= nn-1)...(n—k+1)
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Processus de Poisson (5)

Outline

Processus de
Bernoulli

Processus de
Poisson

Lorsque n > k nous avons :

Processus de
[eETTES

“Suppléments” n(n — 1) e (TL —k + 1) ~ nk

et donc
n! &
(n — k‘)' n>k

En remplacant A = np nous trouvons |'approximation du
transparent précédent.

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Processus de Poisson (6)

Outline

Processus de
Bernoulli

Approche 2 : Hypothéses

Processus de
Poisson

Processus de © Homogénéité : P(N(7) = n) est la méme pour tous les
intervalles de longueur 7. Cette probabilité ne dépend que
de 7.

“Suppléments”

@ Indépendance : Le nombre de sollicitations dans un
intervalle est indépendant du nombre de sollicitations dans
les autres intervalles disjoints.

© Arrivées dans un petit intevalle La probabilité de
recevoir plus d'une sollicitation dans un petit intervalle de
temps T est négligeable.

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Outline

Processus de
Bernoulli

Processus de
Poisson

Processus de
[eETTES

“Suppléments”

Processus de Poisson (7)

Sous forme mathématique :

©Q N(0)=0.Sis<Talors N(s) < N(7)

@ Si s < 7 alors le nombre N(7) — N(s) d'arrivées dans un
intervalle (s, 7] est indépendant des arrrivées durant (0, s].

@ P[x] =P[N(t+ A1) =n+m|N(r) =n]

e m>1: P[x] =o(AT)

o m=1:P[x] = AT+ 0o(AT)

e m=0:P[x]=1-MA7T + o(AT)

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Processus de Poisson (8)

Outline

Processus de
Bernoulli

Processus de
Poisson

Processus de P(N(T —+ AT) = n) =

[eETTES

Théoréme des probabilités totales + hypothéses :

“Suppléments”

= Z P[N(r) =4]P[N( + At) = n|N(7) = i]

= Z P[N(7) =i]P[(n — 1) arrivées dans (7,7 + AT]]

= P[N(7) =n — 1]P][1 arrivée] + P[N(7) = n]P[0 arrivée] + o( A7)
]+ (1 = AMAT)P[N(7) = n] 4+ o(AT)

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Equations de Kolmogorov

Outline
Nous avons donc

Processus de
Bernoulli

Processus de
Poisson

Processus de
[eETTES

“Suppléments”

et quand A7 — 0, pour n > 1,

APWN(T) =) )y \P(N(r) = n) + AP(N(7) = n — 1)

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus
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Equations de Kolmogorov (2)

Solution des équations différentielles :

P(N(1) =0)=e
avec la condition initiale P(N(0) = 0) = 1.
Pour n =1, il suffit de remarquer que
P(N(r)=1) = Are™
satisfait I'équation différentielle ci-dessus

dP(N(1) =1)
dr
Propriétés : E(N (7)) = At et Var(N(r)) = E[N?(1)] — E*[N(7)] = A1

(1) = =X27e T 4+ XN

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Poisson : Interarrivées

Outline

Processus de
Bernoulli

Processus des arrivées : Y;, i =1,2,...

Processus de
Poisson

Processus de InterarriVées .

[eETTES
“Suppléments”
upplémen Tl — Yl

T = Yo— Y1

T, = Yei—Yiq k=23,..

Processus de Poisson : SANS MEMOIRE

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Poisson : Interarrivées (2)

Outline

Calcul du temps résiduel :
Processus de

Bernoulli PT>t ﬁT>t
PT>ttsT>t) = LI>tEs )

o PT>1)
grocessus de . P(T >t -+ S)
“Suppléments” P(T > t)
e—Mt+s)
A

e—)\s

avec
P(T>t+dt) = P(T>t).(1—\dt)

P(T>t+dt)—P(T >t) = P(T>t).(—Adt)
dP(T > t)

= “A\P(T >t
g (T'>1)

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Poisson : Interarrivées (3)

Outline

Processus de
Bernoulli

En tenant compte que la condition initiale P(T' > 0) = 1, il
vient
Gone P(T >t)=e M

“Suppléments”

Processus de
Poisson

La densité de probabilité se déduit trés facilement :

d
_ P(§t> t) _ )\e—)\t — f(t)

qui est bien la distribution exponentielle.

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Exercice
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Processus de
Bernoulli

Processus de
Poisson

Processus de

Cares Un dispositif tombe réguliérement en panne, en moyenne une
Bl fois par an mais il est immédiatement remplacé dés qu'il tombe
en panne.

@ Quelle est la probabilité d'avoir plus de trois pannes en
deux ans?

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus
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Processus Gaussien

Outline

Définition : Une processus stochastique X (t) est dit Gaussien
si les variables aléatoires X; = X (¢;), i = 1,2...,k sont des
Ml variables aléatoires conjointement gaussiennes.

Processus de
Bernoulli

Processus de
Gauss

Fonction de densité de deux variables aléatoires conjointement
gaussiennes :

“Suppléments”

ex _ 1 (I, E)2_2 (zf,ix) Y—Hy + Y—Hy 2
P 2(1—p§(,y) oz XY Tz Ty oy
2nogoy\/1 —px.y

fx,v(z,y) =

coefficient de corrélation :

El(X = pa) (Y — )]

040y

pXyY =

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Processus Gaussien (2)

Outline
Densité conjointe de deux variables aléatoires Gaussiennes X et Y
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Processus de
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Processus de
Gauss
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Processus Gaussien (3)

Outline « .,
Propriétés
Processus de

Bernoulli

@ La somme de deux VA gaussienne est gausienne.
@ VA conjointement gaussiennes : La non-corrélation
entraine l'indépendance :

exp{
fX,Y(ﬂU,y) =
I N | (x—uxf
N \/%O'm P 2 Oz

.\/%Uyexp{_; (y;“)}
)

Ix(x)- fy(y

Processus de
Poisson

Processus de
Gauss

“Suppléments”

N|—
—
—~

8
q
LS
&
~
)
+
N
<
SN
<=
<
~
2o
——
——
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Vecteurs aléatoires Gaussiens

Osons le pas suivant : Vecteur aléatoire gaussien

X = (XlaX27"'7Xn)
ot les X;, 1 =1,2,...,n sont des variables aléatoires
conjointement gaussiennes.

La densité de probabilité d'un vecteur aléatoire gaussien est
donnée par

1

@) = Gy

exp { = bx0) K xg0) |

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus
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Processus de
Bernoulli

H1 E[X]
Processus de
Poisson H2 E [XQ]
g;tlc;(zssus de H = M3 = E[Xg]
“Suppléments” o o
* in E[X]

et
VCLT(X1> CO'UX(Xl,XQ) COU)((Xl,Xn>
K — Covx(Xa, X1) Var(Xs) .. Covx(Xo, X,)
Covx (X, X1) . Var(X,)

Remarque : La covariance est une fonction paire, donc la
matrice de covariance est symétrique.

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus
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Processus de
Poisson

Processus de
Gauss

“Suppléments”

Le mouvement Brownien en un clin d'oeil

un processus stochastique X; (ou Bi) prenant des valeurs réelles
satisfaisant :

@ Xo=0
Pour chaque s1 <t;1 <82 <t < ... < s < tp, les
variables aléatoires Xy, — X,,, i = 1,2,...,n sont
indépendantes.

@ Pour chaque s < t, la variable aléatoire X;: — X a une loi
de distribution normale avec une espérance mathématique

nulle (E[X; — Xs] = 0) et une variance égale a (t — s)o”.

@ Les trajectoires sont continues.

Remarque : Le mouvement Brownien X; ~ N(0, ot) est en aucun point

différentiable.

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus

Le mouvement Brownien (ou processus de Wiener), de paramétre o2, est
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Petits trucs supplémentaires

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Addition de deux variables aléatoires

Outline

Processus de
Bernoulli

Processus de
Poisson

Processus de
[eETTES

“Suppléments”

Fonction de répartition :

6= [ [ s@panay= [ ([ seia) i

z+y<u

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Addition de deux variables aléatoires

Outline

Processus de
Bernoulli

Processus de

Poisson Fonction de densité : Dériver |'expression ci-dessus (G(u))!

Processus de
[eETTES

Rappel : Régle de Leibniz :

“Suppléments”

d az(z)
— F(u,z)dr =
dx a1 (x)
2(®) 9 das day
bl Ja 2 g ety
[ Gt P0G~ P, 3

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Outline

Pour nous :
Processus de

Bernoulli dG(u) B o d u—x
Processus de dz - A (@ /y f(x» y)dy) dx

: =—0o0 =—00
Poisson

oo u—x 8
il 0 - [ ([ Uy s e - 00) o
r=—00 y=—o00
“Suppléments” oo
o(u) = / Flu— z,2)de

Si les deux variables aléatoires sont indépendantes :

g(u) = /jo fi(u =) fa(z)dz = f1 * fo

La fonction de densité de probabilité de la somme de deux variables
aléatoires indépendantes, u, est donnée par la convolution des deux
fonctions de densité de probabilités des variables aléatoires f1 et fo.

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Addition de deux variables aléatoires (3)

Outline

Processus de
Bernoulli

Processus de
Poisson

Processus de
[eETTES

Propriétés de I'intégrale de convolution :

o fixfo= foxfi
o (fixfa)* f3= fix(fax[f3)
o fix(fot f3) = (fixfo) + (fix[3)

“Suppléments”

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Exercice

Outline

Processus de
Bernoulli

Processus de
Poisson

Processus de

Gauss Convoluez “graphiquement” deux fonctions de densités
‘Suppléments’f | niformes

1 sio<z<1
f(z) _{ 0 ailleurs

Stephan Robert, HEIG-Vd Modélisation stochastique, Processus de Poisson et de Gaus



Fonctions caractéristiques

Outline

Processus de
Bernoulli

Processus de

Poisson Prenons I'espérance mathématique d'une fonction de la variable
Processus de aléatoire X :

[eETTES

“Suppléments”
oo

d(w) = B[] = / eI fx (x)dx

—00

C'est la fonction caractéristique de la variable aléatoire X.
Son utilité apparait lors du calcul des moments (E[X"] avec
i=1,2,...,n).
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Fonctions caractéristiques (2)

Outline

Exemple avec une fonction de densité d'une loi gaussienne :

Processus de

Bernoulli - 0o ) ' ) 2/2
— Jw _ Jwx _ Jjupw—oc‘w

Processus de (DX (w) - E[e } - / fX (Q?)e dr = e

Poisson —o0

Processus de dd x (w)

auss T = E[leij]
“Suppléments”
d*®x (w) 22 jwX
L~ Bl XTeT]
et de poser w = 0, ce qui donne
dPx (w) .
—— o= FE[jX
oo lo = BlX]
dQCDX (W) .2 2
——o=FE[j°X
Tz lo=El"X7]
En généralisant nous trouvons que
n
E[X"] = 1 d"x(w) Lx(w) lo
]n dwn
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oisson

Les trois semaines prochaines :

Chatnes de Markov
cachées

avec M. Prétre |
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