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Introduction

» {X,} : suite de variables aléatoires prenant des valeurs dans
£=1{0,1,2,...,m}, £ dénombrable.

» La probabilité de transition d'un état (i) a I'instant t a un

autre état (j) a l'instant t 4+ 7 ne dépend que de la différence
de temps 7 :

P(Xt+7' :j|Xt = i) = Pij(T)
» Processus homogeéne :

P(Xerr = jIX(t) = i) = P(X: = j|Xo = i) = py(7)
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Probabilités de transition

» Matrice de transition :

poo(t) poi(t) ... pom(t)
P(t) = po(t) pu(t) ... pim(t)
Pro(t) Prr(t) - Prm(?)
» Remarque :
poo(0) =1 po1(0) =0 ... pom(0) =0
p10o(0) =0 p11(0)=1 .. p1m(0)=0

me(‘d.) =0 Pml(aj =0 Pmm((‘)j =1
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Vecteur d'état

» Vecteur des probabilités d'état :

7(t) = ( mo(t) m(t) ... ma(t))

» Jump et Holding times (processus de comptage et durées
d'attente)

pOl p01 pOl
p10 plO plO

| | |
| | I
S(0) S(1) S(2)
T(0)

T(1)
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Chapman-Kolmogorov

» Chaine de Markov réguliére :

Y T() = Jim_S(n) = oo
i=0

» Equations de Chapman-Kolmogorov

P(t+ 1) =P(t)P(7)
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Générateur
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Générateur

Soient les probabilités de transition :

P(Xeye = j|Xe = i) = pjj(€) =1+ gjje +o(e) i=]
P(Xete = j|Xe = i) = pjj(€) = gjje + o(e) i#J

En négligeant pour I'instant o(€), on peut écrire :

poo(€)  por(€) ... pom(e)

P(E) _ plO(e) P11(€) plm(ﬁ)
me(e) Pn1(6) pmm(e)
1+€qo0  €qo1 €qom

_ €qi0  l+equ .. €q1m
€dmo €dn1 o 1+ €qmm
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Générateur (2)

Probabilités de transition :
> poo(€) = 1 + €qoo
> poi(€) = €qo1
Intensités (‘rates”) :
> qoo = lime_o(poo(e) —1)/€
> qo1 = lime_0 po1(€)/e

Générateur :
doo dqoi --- Qom
Q= dgio qi1 -~ Qdim
dmo qn1 -+ Gdmm
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Générateur (3)

Processus Markovien : Temps de séjour distribués

exponentiellement :
P(T; >¢€)=e "€

Approximation :

vie V%€

= 1

1! 2!
~ 1—vie+o(e)

Q

P(T; >¢)

p,-,-(e) ~1-— vie
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Générateur (4)

Définition : g;; = —v;
» La représentation de la chaine de Markov ayant un générateur
Q se fait de la facon suivante :

— Une fléche part de I'état / pour aboutir a I'état j et est
marquée par g;; et montre l'intensité (rate) de transition entre
ces deux états.

» Quand l'intensité (rate) est nulle alors aucune fléche n'est
dessinée

» Temps de séjour moyen dans |'état / : —1/qj;
» Quand la chaine de Markov change d’état, la probabilité de
se retrouver ensuite dans |'état j est —q;;/qii.
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Exemple

Chafne de Markov continue a deux états :

Modéle : File d'attente
» 0 : aucun client

» 1 : un client est en train de se faire servir

v

Temps moyen de service : 2 minutes

v

Temps moyen d'inoccupation du systéme : 3 minutes.
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Exemple (2)

Donc nous avons :
» —1/qu=2=1/u
> _1/q00 =3= 1/)\

—A A
- (3 5)
noo—p
B —1/3 mint  1/3 min!
- 1/2 mint —1/2 min’!
» Observation : La somme des éléments d'une ligne du

générateur est nulle.
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Exemple 2

Processus de naissance et de mort :

Wy 5 U3 Wi Witg Witz
—Xo Ao 0 0 0 0 0
o —(A 4 pa) A1 0 0 0 0
Q= 0 p2 —(A2+p2) A2 0 0 0
0 0 pi —(Ni+m) A0
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Probabilités d état
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Probabilité d'état

Définition : 7;(t) = P(X: = 1)

mi(t+€) = P(Xeye=1)
= > P(Xere = i|Xe = k)P(X; = k)
k=0

m
= > puile)mi(t)
k=0
et si soustrayons 7;(t) de chaque c6té, nous obtenons

mi(t+e€) —mi(t) = pk,(e mx(t) — mi(t)

Ms

= Z 'Pki(f)ﬂ'k(t) + pii(e)mi(t) — mi(t)
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Probabilité d'état (2)

et si nous divisons le tout par ¢,

mi(t + €) — mi(t)

- % > prile)mi(t) + (piie) — Dmi(t)

k=0,k#i
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Probabilité d'état (3)

Equations de Chapman-Kolmogorov
Mais
> lime0 pii(€)/e = qui, k # i et limeo(pii(€) — 1)/e = qii

dﬂ',‘(t)

ot > qumi(t) + qimi(t)

k=0,k#i

m
= Z qrimk(t)
k=0

Sous forme matricielle :

dr(t)

=700
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Comportement asymptotique

Observation : 7;(t) — 7;, i € £ quand t — oo

Implication :
dn(t) =
=0
dt
A I'équilibre :
Q=0

Ces équations sont appelées les équations de balance.
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Chaine de Markov a deux états

Le générateur est donné par

-2 A
- (34
woo—p
Equations de Chapman-Kolmogorov

(0 om0 )= (m(e) m) () 2,

o=
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Exemple (2)

Développement :

dﬂ'o(t)
dt

dﬂl(t)
dt

+ A+ p)mo(t) = u

+A+p)m(t) = A

Solutions générales (ED premier ordre) :

t = (G e_()""'l")t L
mo(t) 0 + A+ p
A
t) = Ce Wmtyp -2
m1(t) 1 + Nt
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Exemple (3)

Au temps t =0

0) = Go+——
m0(0) O N T Jz
m(0) = G+ A
1 = G+ i
En remplacant nous obtenons :
_ _K K —(Atp)t
t) = —+ 0) — e #
molt) At p (WO( ) A+u>
A A
- - EERAN IS O DL
t =
7T1( ) >\+M+<7T1(0) )\+,u>e
Quand t —
7 A
T = ——— M = —
0 A+ ! A+
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Exemple 2

Processus de naissance et de mort

Wy 5 U3 Wi Witg Witz
—Xo Ao 0 0 0 0 0
o —(A 4 pa) A1 0 0 0 0
Q= 0 p2 —(A2+p2) A2 0 0 0
0 0 pi —(Ni+m) A0
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Exemple 2 (2)

Equations de balance globales (7Q = 0) :

—moAo + T =

moAo — T (A1 + p1) + mop

miAL — m2( A2 + p2) + 343

Premiere équation :
Ao

Tl = TTo—
251

En remplacant dans la deuxiéme équation :
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Exemple 2 (3)

Généralement :
- Ao A1

0
H1p2.. i
Mais la somme de toutes les probabilités d'état est égale 3 1 :

AOAL- A=
1+Z°1 =1

i—1 K12 [
Alors
1
o = ToX
1+Z’ool Zl;@ /111
si
)\0)\1
H1p2... b

i=1
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Classification des états, récurrence

Définitions :
» Un état j est dit accessible depuis I'état i si p;(n) >0, n > 0.
» Si tous les états d'une chaine de Markov sont accessibles, on
dit qu'ils appartiennent a8 une méme classe et la chaine est dite
irréductible.
» Un état est dit récurrent si la probabilité d'y retourner est
égale 3 1. Dans le cas contraire |'état est dit transitoire.
Observations :
» Un état récurrent est visité un nombre infini de fois. Un état
transitoire n'est visité qu'un nombre fini de fois.
» Une chaine de Markov irréductible et apériodique est
ergodique.
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