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Probléeme 1

Soit une chaine de Markov définie par sa matrice de transition :

P= a 11—« 0

0 a 11—«

0.5 025 0.25]

ou 0 < o < 1. U'ensemble des états est donné par {0, 1, 2}.
1. Pour quelles valeurs de « la chaine de Markov est-elle irréductible et ergodique ?

2. Calculez les probabilités d’état en fonction de «.

Probleme 2

Soit une chaine de Markov définie par sa matrice de transition :

0.5 0.5 0 0
0.5 0.25 0.25 0
0 0 0.25 0.75
0 0 0 1

P=

L'ensemble des états est donné par {0, 1,2,3}. Si Xy = 1, quelle est la probabilité que I’état
0 soit visité avant I'état 3 ?
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Probleme 3

1. Identifiez les états transitoires, récurrents et périodiques de la chaine de Markov
décrite par la matrice de transition suivante :

(05 0 O 0 05 0 0]
03 04 O 0 02 01 O
0 006 02 002 O
P = 0 0 005 0 0 05

03 04 0 003 0 0
0 00406 0 0 0
0 0 006 0 0 04]

2. Combien de classes sont formées par les états récurrents de ce processus?

3. Evaluez lim,,_, o pa1(n) et lim,,_, o pss(n)

Probléme 4

Un point se déplace sur un cercle unité et saute de + 90 degrés. Supposez que le processus
est initiallement & 0 degrés et que la probabilité de passer a + 90 degrés est de p (tourner
de + 90 degrés dans le sens inverse des aiguilles de 1a montre) et 1a probabilité de passer
a — 90 degrés est q.
1. Trouvez les probabilités de transition pour la chaine de Markov résultante et cal-
culez les probabilités d’état.

2. Est-ce que le processus est réversible ? Pourquoi ou pourquoi pas?

Probléeme 5

Considérez une marche aléatoire dans 'ensemble {0,1,2,..., M} avec les probabilités de

transition poo = q,po1 = p, Pii+1 = P, PM,M = P;PMM—1 = G, Pii—1 =qpouri=1,... ., M —1.
Trouvez la proportion du temps passé dans chaque état.
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Probleme 6

On a une machine de production qui consiste en deux parties distinctes qui tombent en
panne et sont réparées indépendamment. Une des parties tombe en panne avec une pro-
babilité a pendant un jour et est réparée avec une probabilité b le jour suivant. Soit X, le
nombre de parties qui fonctionnent (soit 0, 1 ou 2) durant un jour ouvrable n.

1.

2.

Montrez que X,, est une chaine de Markov a trois états et donner sa matrice de
transition P.

Trouver les probabilités de I’état stationaire.

Probleme 7

Considérez cette chaine de Markov :

1 1/2 1/4 1/2 1

%8
1/2 12 12
13
S
13 (&% 13

Le processus est dans ’'état Sy au départ. Calculez la probabilité que :

1.

A

Le processus entre dans ’état S, pour la premieére fois en fonction du k**™¢ pas
d’itération.

Le processus n’entre jamais dans I'état S,.

Le processus entre dans I’état S5 et ressorte le pas d’itération suivant.

Le processus entre dans S; pour la premiére fois au troisiéme pas d’itération.

ieme

Le processus est dans I'état S3 immédiatement apres le n pas d’itération.
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Probléeme 8

Montrer que si P* a des colonnes identiques, alors P7 a des colonnes identiques pour tout
j =k
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Probléme supplémentaire

Un alpiniste veut faire ’ascension du Mont Blanc. Il part de la téte rousse a 3100 meétres
d’altitude. Il aimerait bien aller a I’Aiguille du Goiter a 3800 metres pour y passer la
nuit mais il ne va y aller que si la météo est bonne. Si la météo est mauvaise alors il
descend au Nid d’Aigle (2500 metres) et abandonne le projet. Par contre si la météo est
bonne il va pouvoir dormir a ’Aiguille du Gotter. Le lendemain, si la météo est bonne il va
pouvoir aller au sommet du Mont Blanc (4800 meétres). Par contre il va redescendre a la
Téte Rousse si la météo est mauvaise et ainsi de suite. On suppose que la météo est bonne
avec une probabilité p et qu’elle est mauvaise avec une probabilité ¢ = 1 — p et qu’elle est
indépendante de la météo des jours précédents.

Ment Blanc (4800 m)
p/

Aiguille du Goiter (3800 m)

' 4

Téte Rousse (3100 m)

J

Nid d'Aigle (2500 m)

Montrer que le probléme peut étre décrit par une chaine de Markov absorbante.
Calculez sa matrice de transition.

Calculez la probabilité que 'alpiniste atteigne le sommet, en fonction de p.

L

Quelle est la valeur de p* de p pour que I'alpiniste ait une chance sur deux d’at-
teindre le sommet ?

5. Calculez le nombre moyen de jours qu’il faut pour atteindre le sommet si p = p*.
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Probléme supplémentaire

Deux joueurs A et B s’affrontent dans une partie de tennis. Chaque point joué est gagné
par le joueur A avec une probabilité de 3/5, sinon il est gagné par B. On suppose les points
indépendants. Initialement, les deux joueurs sont a égalité. Pour gagner la partie, un
joueur doit obtenir une avance de deux points sur son opposant.

1. Modéliser le jeu par une chaine de Markov absorbante a 5 états : Egalité (deuce),
Avantage A, Avantage B, A gagne, et B gagne. Donner la matrice de transition de
cette chaine.

2. Montrer que la matrice fondamentale de la chaine est donnée par

1 25 15 10
N = 3 10 19 4
15 9 19

3. Calculer la probabilité que A gagne, si les joueurs sont initialement a égalité.

4. Calculer la durée moyenne du jeu si les joueurs sont initialement a égalité.

Probléme supplémentaire

On considére une chaine de Markov avec la matrice de transition
0 1/2 1/2 0

1/16 7/16 0 1/2

1/16 0 7/16 1/2
0 1/4 1/4 1/2

P=

1. Montrez que cette chaine est irréductible

2. Calculez les probabilités d’état de la chaine
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Probléme supplémentaire

On considére la chaine de Markov suivante :

1/2
1/4 1/2 1

% 1/4 1/2

1. Donnez la matrice de transition de cette chaine de Markov
2. La chaine de Markov est-elle irréductible ?

3. Quelles sont les probabilités d’état de cette chaine de Markov (distribution statio-
naire) ?

4. La chaine de Markov est-elle réversible ?
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Probléme supplémentaire

On considére la chaine de Markov suivante :

1/2
1/2

1/2 1/2

1/2
1/2

1. Donnez la matrice de transition de cette chaine de Markov
2. La chaine de Markov est-elle irréductible ?

3. Quelles sont les probabilités d’état de cette chaine de Markov (distribution statio-

naire) ?
4. La chaine de Markov est-elle réversible ?

Probléme supplémentaire

Le temps qu’il fait dans une certaine ville est classé en trois types : Pluie, neige et beau
temps. On suppose que s’il pleut, il y a une chance sur trois qu’il pleuve le lendemain,
une chance sur six qu’il neige, et une chance sur deux qu’il fasse beau. S’il neige, il y a
une chance sur deux qu’il pleuve le lendemain, et une chance sur deux qu’il neige. S’il fait
beau, il y a une chance sur quatre qu’il fasse beau le lendemain, et trois chance sur quatre
qu’il pleuve. On suppose que le temps du jour n ne dépend que du temps qu'’il fait le jour

n— 1.

1. Formuler le probléme comme une chaine de Markov en temps discret. De quel type

de chaine s’agit-il ?

2. Déterminer la probabilité asymptotique qu’il pleuve, qu’il neige ou qu’il fasse beau.

3. Quel est I'intervalle moyen entre deux jours de neige ?
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Probléme supplémentaire

Une puce se déplace sur le réseau ci-dessous, en choisissant a chaque saut 'une des cases
adjacentes, au hasard de maniere uniforme. Déterminer le temps de récurrence moyen
vers le coin inférieur gauche.



